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众所周知，岩石的内聚力及内摩擦角越高，岩石的强度越高，高摩擦角将引起高的剪切

带倾角［! Q $］。遗憾的是，在实验研究中，不能确保若干岩样仅有不同的内聚力及内摩擦角，

而有相同的其它物理、力学参数。因此，内聚力及内摩擦角的单独影响难于通过实验进行研

究。这一不足可由有限元法或有限差分法的数值试验避免。

考虑岩石的非均质性，一些研究人员已采用数值方法模拟了岩石的破坏过程和宏观力学

行为［@ Q #］。通常，采用威布尔分布函数描述单元强度的随机变化。在数值模拟中，广泛采用

峰后脆—理想塑性的本构关系，未考虑相对复杂的峰后应变软化—理想塑性的本构关系。上
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述研究也未涉及内聚力及内摩擦角的影响。
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拉格朗日元法（!"#$）是一个显式的有限差分程序，可以有效地模拟地质体材料达到

屈服极限之后的塑性流动行为。!"#$ 的一个突出特点是包含了一个强有力的内嵌的编程语

言 !%&’。!%&’ 允许用户定义新的变量、函数和本构模型。为了适合特殊的需要，用户开发

的函数不仅扩展了 !"#$ 的功能，而且添加了用户自定义的特色。

文献［( ) *］采用 !"#$ 的内嵌语言 !%&’ 编制了计算平面应变压缩岩样全部变形特征的

!%&’ 函数。研究了初始内聚力及内摩擦角、扩容角、缺陷位置及软化模量对含单一材料缺

陷的岩样及均质岩样的破坏过程、模式及全部变形特征的影响。

本文采用 !"#$ 模拟了初始内聚力及内摩擦角对具有随机材料缺陷岩样的轴向、侧向、

体积变形及由侧向应变和轴向应变计算得到的泊松比随轴向应变演变的影响，利用过去编写

的一个 !%&’ 函数［+ ) ,-］于岩样内部预制初始随机材料缺陷，利用过去编写的 !%&’ 函数［( ) *］计

算试样的全部变形特征。
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计算模型的几何尺寸、单元划分及边界条件见图 ,，黑色单元代表材料缺陷，白色单元

代表密实的岩石。试样的高度及宽度分别为 ,-./ 及 (./。试样两端面是光滑的，在试样的

上端面施加常速度， !- 0 12( 3 ,-4 ,- /5时步，计算在小变形模式及平面应变状态下进行。将

试样划分为若干正方形单元，单元边长为 -2--,1(/。
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在弹性阶段，密实岩石和材料缺陷有相同的

本构关系，弹性模量取为 1E2EFG@，泊松比取为

-21,。

在 !"#$ 中，内聚力和内摩擦角与塑性应变

之间的关系可以任意指定。这样，可以方便地模

拟岩石在峰后应变软化阶段及残余阶段的力学行

为。若内聚力和内摩擦角均被规定为常数，则可

以模拟材料的理想塑性行为。

材料缺陷发生破坏之后经历理想塑性行为。

材料缺陷的内聚力和内摩擦角分别为 -2,8G@ 及

H*I。密实岩石一旦发生破坏先是经历线性应变

软化行为（对应应变软化阶段），然后是理想塑

性行为（对应残余阶段）。密实岩石的破坏准则

选取莫尔库仑剪破坏与拉破坏复合的模型，抗拉

强度取为 -218G@。
密实岩石塑性应变为零时的内聚力及内摩擦角分别称之为岩石的初始内聚力及初始内摩

擦角；密实岩石内聚力及内摩擦角不再改变时的值分别称之为岩石的残余内聚力及残余内摩

擦角。本文采用了 J 个计算方案，方案 , 至 J 有相同的初始随机材料缺陷分布，缺陷的数目

为 1*E。从方案 , 至 J，岩石的初始内聚力分别为 ,21( 3 ,-(G@、1 3 ,-(G@、12K( 3 ,-(G@ 及

H2( 3 ,-(G@；岩石的初始内摩擦角分别为 H*2KKI、J,2H*I、JJI及 JE2E1I。
在不同方案的应变软化阶段，密实岩石内聚力—塑性应变关系的斜率相同，内摩擦角—

塑性应变关系的斜率也相同。方案 H 的内聚力、内摩擦角与塑性应变的关系同文献［,,］。
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在不同方案的残余阶段，岩石的残余内聚力均为 !"#$ % !#&’(，残余内摩擦角均为 $)*。

+ 45u3wZ2

!"# 轴向及侧向变形特征

图 + 至图 , 分别给出了各个方案的应力—轴向应变曲线、应力—侧向应变曲线、侧向应

变—轴向应变曲线、体积应变—轴向应变曲线及计算得到的泊松比—轴向应变曲线。图 - 至

图 , 中的黑点代表应变软化行为的开始（应力开始下降）。图 - 至图 , 中的切线是各条曲线

分离之前的直线的延长线。

图 + 表明，应力—轴向应变曲线包括 $ 部分：峰前阶段、峰后的应变软化阶段和之后的

残余阶段；随着初始内摩擦角及内聚力（简称为强度参数）的提高，应力峰值及对应的轴向

应变提高，从应力峰值到残余应力的应力降、轴向应变增量提高。当强度参数较高时，强度

参数对应力—轴向应变曲线峰后斜率影响不大。

图 $ 表明，随着强度参数的增加，应力峰值及对应的侧向应变值提高。强度参数对应力

—侧向应变曲线峰后斜率影响不大。

当单轴压缩岩样遭受到贯通试样的剪切破坏时，文献［!+ . !&］提出了峰后应力—轴向

应变曲线及应力—侧向应变曲线的斜率的解析解。这两个解析解与试样的高度或宽度、弹性

模量、剪切带倾角、剪切带宽度及描述岩石峰后脆性的软化模量有关。
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在本文中，不同方案的结构尺寸（试样的高度或宽度）及本构参数（弹性模量及软化模

量）均相同，因此，根据这两个解析解，上述两种曲线的峰后斜率将取决于剪切带的倾角及

宽度。

图 D（( . @）给出了方案 ! 至 - 的最终的（当时间步达到 +-### 时或轴向应变达到 , %
!#E &时）破坏模式。黑色单元表示这些单元正在发生剪切或拉伸破坏；灰色单元表示已经发

生了剪切或拉伸破坏；白色单元表示这些单元尚处于弹性状态。
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在 ">?@ 中，正在发生破坏的单元（ +’( A:.(
#- *+ *1+#3( 6*#)2,( .:4）是指其应力目前位于屈服面

上的单元，在本文图 B 中显示为黑色。若某些单

元在过去发生了破坏，但是，由于随后发生了应

力重新分布，使破坏的单元发生卸载，因而，在

当前它们的应力水平不满足屈服准则，这些单元

称之为过去（或已经）发生破坏的单元（+’( A:.(
’*- 6*#)(5 #. +’( 7*-+），在本文图 B 中显示为灰色。

图 C（* D 5）给出了方案 E 至 ! 的最终的变形

后的剪切应变增量等值线图。为了便于肉眼观察

试样的变形，每个节点的水平及垂直位移均被放

大了 ;%F G EFH 倍。

在 ">?@ 中， 剪 切 应 变 增 量 （ -’(*,/-+,*#.
#.1,(8(.+）!!定义为

!! I H!!"#!!! "# （E）

式中 !!"# 是 偏 应 变 张 量 的 增 量 （ #.1,(8(.+*)
5(3#*+:,#1/-+,*#. +(.-:,）。

由图 B 及图 C 可以发现，除了方案 E，方案 H 至 ! 均发生了贯通试样的单一剪切破坏。

占主导地位的剪切断裂带（简称为剪切带）的宽度及倾角受强度参数的影响不大，对剪切带

倾角的细致分析（参见第 H%! 节）表明，随着强度参数的提高，剪切带的倾角有增加的趋

势，但是文献［EH D E!］的应力—轴向应变曲线及应力—侧向应变曲线软化段斜率的解析解

表明，它们对剪切带的倾角不敏感，即剪切带的倾角对它们的影响十分有限。因此，根据文

献［EH D E!］提出的两个解析解，可以对本文的应力—轴向应变曲线及应力—侧向应变曲线

软化段分支数值结果的合理性给予定性的解释。

!HJ 5 6 7 2 2 f HFFK
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图 8 表明，侧向应变—轴向应变曲线可以划分为 9 部分：峰前阶段、峰后的应变软化阶

段和之后的残余阶段。侧向应变—轴向应变曲线在第 : 个阶段最陡峭，在第 ; 阶段最不陡

峭。在残余阶段，随着轴向应变的增加，侧向应变持续增加，这显然是由于被占主导地位的

剪切带所分割的毗邻岩块不断发生了相对的剪切变形。

侧向应变—轴向应变曲线的峰前阶段（黑点之左）可以划分为线性阶段及非线性阶段。

当强度参数较低时，非线性阶段非常短暂；反之，则不然。各黑点至线性阶段的切线的距离

随着强度参数的增加而增加。
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由图 : 及图 9 可以发现，宏观力学行为数值结果存在一定的波动，尤其是在加载初期和

残余阶段的初期。"=>? 求解任何问题（包括静力问题和动力问题）均使用了运动方程。本

文模拟的平面应变压缩问题不是完全的静力学问题，在求解过程中，程序自动施加了阻尼，

使模型逐衰减，有可能达到稳态或平衡状态。因而，关于宏观力学行为的数值结果会出现一

定的波动。根据作者的经验，宏观力学行为数值结果的波动性可以通过“慢速加载”而得到

降低，即，令试样上端面的加载速度足够小。在应变软化后期或残余阶段初期，宏观力学行

为数值结果的波动性非常明显，这是由于在此时模型远离平衡状态，存在较高的失衡力，从

@:9第 8 期 王学滨：强度参数对初始随机缺陷岩样全部变形的影响
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而模型发生振动。这种波动性在残余阶段后期会逐渐减弱，这是由于程序自动施加了的阻尼

发挥了越来越重要的作用。

!"! 体积变形特征

图 ! 表明，体积应变—轴向应变曲线可以划分为 " 部分：峰前阶段、峰后的应变软化阶

段和之后的残余阶段。当应力的峰值被达到之时或稍后，岩样的体积应变开始降低，即试样

的体积开始膨胀。在峰后的变形阶段，尽管试样的体积开始增加，但是，体积应变总是正

值，这意味着变形后的试样的体积总是小于初始试样的体积。

应当指出，在本文的各个方案中，扩容角均为 #。在此情况下，试样在峰后的变形阶

段，仍然发生了体积膨胀现象。作者认为，其原因是由于被剪切带所分割的毗邻岩石块体之

间的相对滑动。

单轴压缩岩样遭受到贯通试样的剪切破坏时，为了准确地估计岩样的峰后体积应变，文

献［$!］将处于后破坏阶段的试样划分为 " 部分：% 个靠近试样端部的弹性区域和 $ 个中心

区域（包括倾斜的剪切带，剪切带经历塑性变形）。在峰后，总体积应变!! 可以被划分为弹

性和塑性 % 部分：

!! &!"
! ’!#

! （%）

式中!"
! 及!#

! 分别称之为弹性和塑性体积应变，文献［$!］给出了它们的表达式：

!"
! & "$ ( %#"$ （"）

!#
! &

%)*+$+,-$（"& ("）

& ·
)*+$
’ ( +,-$

( · $ (
’"( )[ ]’

（.）

式中 ’" 是两个弹性区域的总高度，"& 是单轴压缩强度，#是泊松比，( 是试样的宽度， ’
是试样的高度，$ 是弹性模量，"是应力，$是剪切带与应力之间所夹的锐角，% 是剪切带

宽度， & 是软化模量。应当指出，尽管在上述解析解中，未考虑剪切膨胀作用，即扩容角为

#，但是，在峰后的变形阶段，岩样的体积仍然增加。不考虑剪胀的理论分析［$!］支持目前的

数值结果（对于扩容角为 # 时的岩石试样，试样于峰后仍然发生体积扩容）。

体积应变—轴向应变曲线的峰前阶段（黑点之左）可以划分为线性阶段及非线性阶段。

当强度参数较低时，非线性阶段非常短暂；反之，则不然。各黑点至线性阶段的切线的距离

随着强度参数的增加而增加。体积应变的峰值随着强度参数的增加而增加。

!"# 计算得到的泊松比

对计算得到的泊松比—轴向应变曲线在各个阶段特征的分析参见文献［! / 0］。当单轴

压缩岩样遭受到贯通试样的剪切破坏时，作者推导了峰后泊松比的解析解［$1］，发现对于高2
宽比为 % 的岩样，峰后泊松比的预测值可以达到 $3.。

当强度参数降低时，计算得到的泊松比—轴向应变曲线的峰前非线性部分（除了初始加

载阶段）变得短暂。各黑点所对应的计算得到的泊松比随着强度参数的增加稍有增加。

!"$ 剪切带倾角的数值解与理论解的对比

利用未变形的最终的（当时间步达到 %.### 时）剪切应变增量等值线图（限于篇幅，本

文未给出），本文测量了 . 条剪切带在不同位置的倾角（剪切带与水平方向之间所夹的锐

角），并与 4*56*78 理论、9*+)*: 理论及 ;<=>5< 理论［$ / %］进行了比较，见图 ?。对于方案 % 至

.，被测量的剪切带为穿透试样的长剪切带，即 @ % 剪切带、 @ " 剪切带及 @ . 剪切带，见图

A（8 / B）。对于方案 $，被测量的剪切带与方案 % 至 . 中被测量的剪切带平行，即 @ $ 剪切

1%" 5 6 7 2 2 f %##?



带，见图 !（"）。

图 # 表明，剪切带倾角的数值解的上限低于 $%&’%() 理论，下限在 *%+,%- 理论附近波

动，./01&/ 理论的预测结果与本文剪切带倾角的数值解更接近。

U # QstBz3>mCTa2C36a
2345# $%(6"/3+%7 %8 01- 7&(-/3,"’ +1-"/ )"79 37,’37"03%7+

"79 01- 6/-93,0-9 /-+&’0+ &+374 ,’"++3,"’ 01-%/3-+

文献［:;］利用广义的莫尔库仑模型（使用了附加的塑性机制以降低横向模量）预测了

剪切带的倾角，结果表明，$%&’%() 及 *%+,%- 倾角分别是剪切带倾角保守的上、下限。因

而，本文的数值结果在上述理论解的范围之内。
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随着强度参数的增加，应力峰值及对应的侧向应变的值提高，体积应变的峰值增加，应

力峰值所对应的计算得到的泊松比稍有增加。

由于被剪切带所分割的毗邻岩石块体之间的相对滑动，纵然扩容角为零，试样在峰后的

变形阶段，仍然可以观察到体积膨胀现象，这与理论分析一致。

当强度参数降低时，侧向应变—轴向应变曲线、体积应变—轴向应变曲线及计算得到的

泊松比—轴向应变曲线的峰前非线性部分变得短暂。

剪切带倾角的数值解的上限低于 $%&’%() 理论，下限在 *%+,%- 理论附近波动，./01&/ 理

论的预测结果与本文剪切带倾角的数值解更接近。
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