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摘 要：地质领域中存在的大量事实都可以归为应变局部化范畴，韧性剪切带是剪

切应变局部化带。本文首次应用应变梯度塑性理论对韧性剪切带进行了理论分析。

获得了韧性剪切带内部局部剪应变（率）分布规律，剪切带错动总位移及剪切带法

向位移的理论表达式，以及韧性剪切带内部体积应变（率）和孔隙率分布规律。剪

应变局部化导致了体积应变和孔隙率局部化。随着应变软化的加剧，剪应变、体积

应变和孔隙率局部化加剧；随着应力率绝对值的增加，剪应变率、体积应变率集中

程度增强。

关键词：应变局部化；韧性剪切带；应变梯度塑性理论；剪应力（率）；体积应变

（率）；空隙率
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" 引 言

国际上，在非线性固体力学的研究中，应变局部化和剪切带等问题已成为研究的热点问

题之一。应变局部化现象可以看作延性和脆性破坏的前兆，随后便出现裂纹的扩展。具有强

烈剪切变形的窄带称之为剪切带。剪切带或应变局部化现象可以在黑色金属、有色金属、聚

合物、韧性单晶体、韧性多晶体、结构钢、饱和粘土、岩石、混凝土、陶瓷等材料中观测

到；自然界中存在多种局部化现象，本文仅限于应变局部化范畴。

地质领域中存在的大量事实可以归为应变局部化范围：如层面上的棋盘格式节理，等距

性的结构面（节理、劈理、断层、大陆断裂和洋底断裂）［!］，地壳现代破裂网络、具有两组

方向的格子状水系［%］，主要受岩石圈下层塑性流动网络控制呈条带状和网络状分布的地

震［,］，多孔岩石中的扁平压缩带［/］，韧性剪切带，脆性剪切带及脆 1韧性剪切带等等。
韧性剪切带是地壳中深层次的主要构造类型之一，是岩石在塑性状态下发生连续变形的

狭长高应变带，应变带中心剪应变最大，目前在地质领域，对剪切带内应变分布规律和剪切
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带错动总位移仅进行了定性的分析［! " #］。

本文首次应用应变梯度塑性理论对韧性剪切带进行了理论分析。

$ 一维二阶剪切应变梯度格式导出

连续介质应变梯度模型可由连续介质非局部模型通过泰勒级数展开而获得。由于微结构

之间存在相互作用且其影响范围广，导致材料一点的应力不仅取决于该点的状态，而且还取

决于与该点临近的诸多点的状态。根据 %&’()&、*&+(,)(和 *-).)(提出的早期非局部模型［/］：
非局部塑性剪应变!!! 可以表达为其本身所对应的参数!! 的加权平均，该计算在 " 周围长度
为 # 的邻域内进行，对于本文的一维问题而言：# 0（ 1 2， 3 2）

!!! $ $
#"#

%（"）!
!（" &"）-" （$）

式中"为从点 " 到其邻域内任一点的距离； %（"）代表某一权函数，它随"至 " 距离的增
加而单调下降，微结构相互作用的广泛程度由权函数中所包含的内部长度参数决定。

将!!（" 3"）在 " 点采用泰勒级数展开并代入式（$），并考虑到各向同性假设，可以
将各奇次项消去，仅保留前二项可以得到

!!! # $
’ $ 4，5"#

%（"）
’！#·

-’!!（"）
-"’ "

’-" （5）

取非局部权函数［6］为

%（"）$ ()
"

5

5 *5+ （7）

令 *5 0 *5+ , 5， * 称之为材料内部长度参数，一般认为其值与材料的平均颗粒直径有关，材料
平均颗粒直径越大，则材料内部长度参数越大，意味着材料微结构之间相互作用的范围越

广。将式（7）代入式（5）经过积分运算可得

!!! #!!（"）& *5 -
5!!（"）
-"5

（8）

可见非局部塑性剪应变!!! 不仅和局部塑性剪应变!! 有关，而且还和其二阶应变梯度有关。

将上式中!!! 替代传统本构模型的!!，就可以在传统塑性理论框架之内考虑应变梯度效应。

5 局部剪应变（率）分布规律

假设两端受剪应力作用的岩石当剪切应力超过峰值强度后，在岩石内部将发生剪切变形

局部化，即在岩石内部存在强烈的不均匀的剪切变形条带，我们仅以剪切带为研究对象（图

$）。- 为发生局部化变形的岩石宽度，. 为剪切带错动总位移，. 0 5 /$，线段 01 中点设为
2，建立坐标系 23。
假设岩石材料剪应力与剪应变的本构关系如图 5所示，剪切弹性模量和剪切降模量分别

为 4 和#，#9 4，$+ 为剪应力峰值强度，!+ 为其所对应的剪应变。剪切带内部的岩体在剪

应力$的作用下，达到剪应力峰值强度之后将发生剪切屈服，将其简化为沿剪切带法向的
一维问题。根据传统塑性理论可以得到流动剪切应力%$与塑性剪切应变!! 的关系为［$4］

%$ $$+ ) +!! （!）
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图 ! 局部化后剪切带形状
"#$%! &’( )*+, *) -’(.+#/$

0./1- .)2(+ 3*4.3#5.2#*/

图 6 剪应力和剪应变
的本构关系

"#$%6 7’(.+ -2+(--8-’(.+ -2+.#/
4*/-2#292#:( +(3.2#*/-’#;

式中 ! < "!
" =!
，!"<"。将式（>）中## 用式（?）中"## 替代，可以得到

!" $"! % ! ## & ’6 16##

1(( )6 （@）

可以解出式（@）非齐次常系数微分方程的通解和所对应的齐次方程的特解，考虑到##

是坐标 ( 的偶函数，故需将通解中的非对称项消去，再利用弹性区与剪切塑性区交界处的边
界条件：在 ( < A ) * 6时，## < B，故可解得

## $"! %"
! ! % 4*-( )(

’ * 4*- )( )[ ]’ （C）

我们仅关心塑性剪切应变达到最大值时的剪切带宽度［!!］，即：1## * 1) < B，可以得到剪
切带宽度 ) 的最小非零解为 ) < 6$’。故式（C）可以简化为

## $"! %"
! ! & 4*-( )[ ](

’ （D）

剪应变#<#+ =##，其中#+ <"* "，因此剪应变可以表示为

# $ "" &"! %"
! ! & 4*-( )[ ](

’ （E）

根据式（E），剪应变率 ,#可以表示为

,# $
,"
" &

,"
! ! & 4*-( )[ ](

’ （!B）

式中， ,"为剪应力率，在应变软化阶段： ,"#B

F 剪切带错动总位移及剪切带法向位移计算

假设岩石单元变形前、后体积保持不变，且不考虑岩石单元厚度的变化，将图 !中岩石
单元局部放大（图 F），选取的岩石单元（微元体）原始形状为正方形（在所研究的平面
内），边长为 1(。在微元体内部可以认为剪切变形是均匀的。在剪应力"的作用下，微元体
在与剪应力垂直的方向上将缩短，由于微元体在所研究的平面内面积保持不变，故在与剪应
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力平行的方向上微元体将被拉长。且假设微元体变形前后有 !" ! !#。由于有

图 " 微小单元体的变形
#$%&" ’() *)+,-./0$,1 ,+

.$120) )3).)10 4,*5

图 6 塑性剪应变与
体积应变的关系

#$%&6 ’() -)3/0$,1 ,+ 73/80$9
8()/- 80-/$1 /1* :,32.)0-$9 80-/$1

*$; % 9,8（!& ’!(）*$ （<<）

*$*$ %（*$ ’ *$<）*$; （<;）
因此可以得到

*$< %｛［9,8（!& ’!(）］)< ) <｝*$ （<"）

*; % ;!* *; % ;!
+ ,;

=
［< ) 9,8（!& ’!(）］*$ （<6）

- % ; *< % ;!* *< % ;!
+ ,;

=
［8$1（!& ’!(）’［9,8（!& ’!(）］)< ) <］*$ （<>）

6 体积应变（率）和空隙率分布规律

大量实验结果表明：岩石材料的剪胀特性在低围压时非常明显，尤其是在剪胀点之后。

假设达到剪应力峰值强度后，!( ?". 的关系呈线性，直线斜率的绝对值为 /，". 为体积应变

（图 6）。这一假设的含义是：不考虑弹性阶段岩石体积的变化，即弹性剪应力不引起岩石体
积的变化，应变局部化后由于微裂纹的萌发、发展及连通，因此有必要考虑剪应力峰值强度

后的岩石材料的剪胀特性。根据图 6有

". %!( , / （<@）
因此根据式（A），且令 0（$） !［< B 9,8（$ , 1）］ ,（/2），可以得到

". %（#2 )#）0（$） （<C）
体积应变率可以表示为

3". % ) 3#0（$） （<A）
假设岩石材料的初始孔隙率为 4=，由于变形局部化剪胀引起的附加孔隙率设为 4<，由

于". 为体积增量与原有岩石体积的比值，产生剪胀是由于裂隙萌发、发展和贯通，引起岩

石孔隙率在其原有值的基础上进一步增加，根据孔隙率的定义，其增加值即为岩石的体积应
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变，即 !! "!"，因此岩石材料的实际孔隙率 ! 为
! # !# $（"% &"）’（(） （!$）

% 算例及结果分析

!"# 局部剪应变（率）分布规律
岩石材料内部参数 ) " #&##’(；弹性剪切模量 * " )#*+,，剪切降模量#" !#*+,，峰值

剪应力"% " )#-+,。由不同剪应力时的剪切带内部的剪应变有其演化的规律（图 %,）可见：

!剪应力越小，即岩石应变软化越严重，剪切带内部的剪应变的分布规律越陡峭；"剪切带
中部的剪应变最大，边缘最小，中部与边缘地剪应变比值随应变软化加剧而增加；#强烈的
不均匀的剪应变集中在剪切带内部，即在剪应力峰值点之后发生剪应变局部化现象；$剪节
带内部的弹性剪应变为均匀分布，塑性剪应变的不均匀是剪切带内部的不均匀剪应变分布规

律的根源，应变软化越严重，塑性剪应变占全部剪应变的比例越大；%理论上的剪切带内部
应变分布规律与文献［% . /］示意图的规律是一致的。

由不同剪应力率时的剪切带内部的剪应变率的演化规律（图 %0）如下：!剪应力率的
绝对值越大，即应变软化越快，则剪切带内部的剪应变率分布规律越陡峭，剪应变率局部化

现象越明显；"在剪切带中部剪应变率最大，边缘最小，随着剪应力率的增加，剪切带中部
和边缘剪应变率的比值越大；#剪切带内部的弹性剪应变率为均匀分布，塑性剪应变率的不
均匀是剪切带内部的不均匀剪应变率的根源。

图 % 剪应变和剪应变率在剪切带内部的分布规律
123&% 456 76389,72:26; <= :56 ;56,7 ;:7,2> ,>?
:56 7,:2< <= ;56,7 ;:7,2> 2> :56 ;56,72>3 0,>?;

!"$ 剪切带错动总位移及剪切带法向位移
弹性剪切模量 * " )#*+,，剪切降模量#" !#*+,，峰值剪应力"% " )#-+,。岩石不同材

料内部参数时的剪切带法向变形量和剪切带错动总位移量分别见图 ’的 ,和 0。由图可见：
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图 ! 剪切带位移随内部长度变化规律
"#$%! &’( )($*+,)#-. /0 -’( 1#23+,4(5(6- /0 -’( 2’(,)#6$ 7,612 ,61 -’( #6-()6,+ +(6$-’

!在应变软化的过程中，剪切带法向变形量和剪切带错动总位移量均增加；随剪应力的降
低，剪切带法向变形量增加趋势加快；随剪应力的降低，剪切带错动总位移量增加趋势几乎

不变；"剪切带错动总位移量远远大于剪切带法向变形量，因此两者比较而言后者可以忽
略，剪切带的变形主要是剪切带方向的滑移（错动）变形量。

!"# 体积应变（率）和空隙率分布规律
岩石材料内部参数 ! 8 9%99!5；弹性剪切模量 " 8 :9;<,，剪切降模量!8 =9;<,，峰值

剪应力"# 8 :9><,，$ 8 9%?。在剪切带内部，不同剪应力时的体积应变和不同剪应力率时的
体积应变率的演化规律见图 @的 ,和 7。可见：!由于考虑了岩石的剪胀特性，不仅剪应变
局部化，在剪切带内部体积应变也局部化，剪切带内部剪胀程度随剪应力的降低和剪应力率

的增加而加大，剪切带边缘的岩石微元体体积不发生变化；"剪切带中部的剪胀程度最大，
最终岩石将在这一位置被剪切破坏。

其他参数同上，初始孔隙率取为 %9 8 9%99?。由不同剪应力时的孔隙率的演化规律（图
@4）可见：!随剪应力的降低，剪切带内部孔隙率增加，这是由于剪胀而引起的裂纹萌发、
扩展和连通的结果；"剪切带中部较剪切带边缘的孔隙率大得多，中部这一位置的岩石损伤
最严重，承载能力最小，最终这一位置的岩石将彻底失去抵抗剪切变形的能力，韧性剪切带

将转变为脆性剪切带，两盘沿界面（断裂面或不连续面）发生相对滑动；#剪应变局部化导
致了体积应变局部化和孔隙率局部化，剪应变局部化的位置是将来岩石材料破坏的位置。

! 结论

本文首次应用应变梯度塑性理论对韧性剪切带进行了理论分析。获得了韧性剪切带内部

局部剪应变、局部剪应变率分布规律；获得了剪切带错动总位移及剪切带法向位移的理论表

达式；获得了韧性剪切带内部体积应变、体积应变率和孔隙率分布规律。计算结果表明：
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图 ! 体积应变、体积应变率和孔隙率在剪切带内部的分布规律
"#$%! &’( )($*+,)#-#(. /0 -’( 1/+*2(-)#3 .-),#4，-’( ),-#/ /0
1/+*2(-)#3 .-),#4 ,45 -’( ),-#/ /0 ’/+( #4 -’( .’(,)#4$ 6,45.

（7）剪应变局部化导致了体积应变局部化和孔隙率局部化，剪应变局部化的位置就是将
来破坏的位置。

（8）随着应变软化的加剧，剪应变局部化、体积应变局部化和孔隙率局部化加剧；
（9）随着应力率的增加，剪应变率、体积应变率集中程度加强；
（:）剪切带的变形主要是剪切带方向的滑移（错动）变形量。
本文为韧性剪切带的定量分析提供了一种方法。
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